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Генерацiя звуку обмеженою областю збуреної течiї
в нескiнченнiй прямiй жорсткостiннiй трубi кругового
поперечного перерiзу. Спрощена форма розв’язку
(Представлено академiком НАН України В. Т. Грiнченком)
Another form of a solution to the problem of sound generation by a limited region of the
disturbed ﬂow in an inﬁnite straight rigid-walled pipe of a circular cross-section is presented.
This form is more simpliﬁed compared to that obtained earlier and is more acceptable for
making the corresponding calculations.
1. Постановка та розв’язок задачi. Перш нiж переходити до пошуку iншого розв’язку
розглянутої в [1] задачi, нагадаємо її постановку i наведемо одержаний в [1] її розв’язок.
Отже, розглядається нескiнченна пряма жорсткостiнна труба кругового поперечного пере-
рiзу радiусом a (див. рис. 1). У нiй з осередненою осьовою швидкiстю U тече рiдина, яка
має густину ρ i в’язкiсть ν. Течiя характеризується малим числом Маха (M). У скiнченному
об’ємi V0 течiя збурена, i цей об’єм створює в трубi акустичне поле. Необхiдно знайти це поле
i встановити кiлькiсний зв’язок мiж його характеристиками та параметрами труби i потоку.
Шукане поле описується рiвнянням Лайтхiла, в якому права частина мiстить як об’ємнi
квадрупольнi ∂2Tij/∂yi∂yj, так i зумовленi наявнiстю стiнки поверхневi дипольнi ∂Fi/∂yi
джерела [1, 2]:
∂2ρa
∂t2
− c20∇
2ρa =
∂2Tij
∂yi∂yj
+
∂Fi
∂yi
, 0 < r < a, 0 < φ < 2π, |z| <∞. (1)
Граничними умовами є рiвнiсть нулю радiальної компоненти швидкостi на стiнцi трубки:
∂pa
∂r
∣∣∣∣
r=a
= 0 (2)
та умова випромiнювання в нескiнченнiсть.
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Рис. 1. Геометрiя задачi
У спiввiдношеннях (1) i (2) ρa та pa — акустичнi флуктуацiї густини й тиску, якi зв’язанi
спiввiдношенням [1, 2]
pa = c
2
0ρa; (3)
Tij ≈ ρuiuj i Fi = nj(τij + pδij) — напруження Лайтхiла та компоненти прикладених до
стiнки трубки сил (Tij та Fi зникають вiдповiдно за межами об’єму V0 i поверхнi S0, яка
його обмежує); τij = (2/3)µεkkδij − 2µεij — дотичнi напруження; εij = (1/2)(∂ui/∂yj +
+∂uj/∂yi) — швидкостi деформацiї; nj — компоненти зовнiшньої нормалi до стiнки трубки;
ui — компоненти швидкостi рiдини; p — тиск; µ = ρν — динамiчна в’язкiсть рiдини; δij —
символ Кронекера; r, φ, z — цилiндричнi координати; t — час. Крiм того, тут i надалi
передбачається пiдсумовування за iндексами, що повторюються.
Задача (1), (2) розв’язується методом функцiй Грiна [1] i ї ї розв’язок для густини ρa
у квадратурах має такий вигляд:
ρa(~r, t) =
∞∫
−∞
dt0
∫∫∫
V0
∂2Tij(~r0, t0)
∂yi∂yj
G(~r, t;~r0, t0)dV0(~r0) +
+
∞∫
−∞
dt0
∫∫
S0
∂Fi(~roa, t0)
∂yi
G(~r, t;~r0a, t0)dS0(~r0a),
dV0(~r0) = r0dr0dφ0dz0, dS0(~r0a) = adφ0dz0.
(4)
Вiдповiдно акустичний тиск pa знаходиться за формулою (3) (тут ~r = (r, φ, z), ~r0 =
= (r0, φ0, z0) ∈ V0 i ~r0a = ~r0|r0=a = (a, φ0, z0) ∈ S0 — радiус-вектори точки поля, ква-
друпольних i дипольних джерел; t0 — пов’язаний з джерелом час).
Пiдстановка у вираз для тиску pa виразу для функцiї Грiна G [1]:
G(~r, t;~r0, t0) = −
i
4πc20
2∑
j=1
∞∑
n=0
∞∑
m=1
Ψ
(j)
nm(r0, φ0)
‖Ψ
(j)
nm‖2
Ψ(j)nm(r, φ)
∞∫
−∞
eiknm|z−z0|
knm
e−iω(t−t0)dω, (5)
а одержаного спiввiдношення в iнтеграл
P (ω)δ(ω − ω′) =
a∫
0
2pi∫
0
〈p˘∗a(r, φ, z, ω)v˘az(r, φ, z, ω
′)〉rdrdφ, (6)
де δ(. . .) — дельта-функцiя Дiрака, дужки 〈. . . 〉 означають операцiю осереднення за мно-
жиною реалiзацiй, зiрочка вказує на комплексне спряження, а p˘a i v˘az — вiдповiдно образи
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Фур’є акустичного тиску та осьової компоненти акустичної швидкостi, дає загальний вираз
для акустичної енергiї P , згенерованої на частотi ω нерiвномiрно розподiленими в об’ємi V0
квадрупольними i на поверхнi S0 дипольними джерелами [1]:
P (ω) =
2∑
q=1
∞∑
n=0
∞∑
m=1
P (q)nm(ω) =
2∑
q=1
∞∑
n=0
∞∑
m=1
1
4‖Ψ
(q)
nm‖2knmρ0ω
[∫∫∫
V0
dV0(~r0)×
×
∫∫∫
V0
∂4STijkl(~r0, ~r
′
0, ω)
∂yi∂yj∂y′k∂y
′
l
Ψ(q)nm(r0, φ0)Ψ
(q)
nm(r
′
0, φ
′
0)e
− sign(z−z0)iknm(z′0−z0)dV0(~r
′
0) +
+
∫∫
S0
dS0(~r0a)
∫∫
S0
∂2SFik(~r0a, ~r
′
0a, ω)
∂yi∂y′k
Ψ(q)nm(a, φ0)Ψ
(q)
nm(a, φ
′
0)×
× e− sign(z−z0)iknm(z
′
0
−z0)dS0(~r
′
0a) + 2Re
(∫∫∫
V0
dV0(~r0)×
×
∫∫
S0
∂3STFijk (~r0, ~r
′
0a, ω)
∂yi∂yj∂y′k
Ψ(q)nm(r0, φ0)Ψ
(q)
nm(a, φ
′
0)e
− sign(z−z0)iknm(z′0−z0)dS0(~r
′
0a)
)]
. (7)
Тут ~r0, ~r
′
0 i ~r0a, ~r
′
0a — радiуси-вектори квадрупольних i дипольних джерел звуку вiдповiдно;
Ψ(1)nm = Jn(αnmr) cos(nφ) та Ψ
(2)
nm = Jn(αnmr) sin(nφ) — акустичнi моди труби; ‖Ψ
(q)
nm‖
2 —
квадрат їх норми:
‖Ψ(1)nm‖
2 =


πa2J20 (α0ma), n = 0,
πa2
2
J2n(αnma)
[
1−
n2
α2nma
2
]
, n > 1,
‖Ψ(2)nm‖
2 =
{
0, n = 0,
‖Ψ(1)nm‖
2, n > 1;
Jn — цилiндричнi функцiї Бесселя першого роду порядку n; αnm = ζnm/a — радiальнi хви-
льовi числа; ζnm — коренi рiвняння J
′
n(ζnm) = 0 (m = 1, 2, . . . ); knm =
√
k20 − α
2
nm — осьовi
хвильовi числа; k0 = ω/c0 —акустичне хвильове число. Крiм того, у спiввiдношеннi (7) фун-
кцiї STijkl та S
F
ik є взаємними спектрами образiв Фур’є вiдповiдно напружень Лайтхiла Tij:
STijkl(~r0, ~r
′
0, ω)δ(ω − ω
′) = 〈T˘ ∗ij(~r0, ω)T˘kl(~r
′
0, ω
′)〉
та сил Fk:
SFik(~r0a, ~r
′
0a, ω)δ(ω − ω
′) = 〈F˘ ∗i (~r0a, ω)F˘k(~r
′
0a, ω
′)〉,
STFijk — взаємним спектром образiв Фур’є напружень Tij та сил Fk:
STFijk (~r0, ~r
′
0a, ω)δ(ω − ω
′) = 〈T˘ ∗ij(~r0, ω)F˘k(~r
′
0a, ω
′)〉,
а Re(. . . ) означає дiйсну частину вказаної в дужках комплексної величини.
У разi рiвномiрного розподiлу квадрупольних i дипольних джерел звуку формула (7)
спрощуєтьтся за рахунок спрощення виразiв для спектрiв STijkl, S
F
ik та S
TF
ijk , якi стають
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функцiями лише на вiдстанi мiж джерелами (вiдповiдно ~ξ = ~r ′0 − ~r0,
~ξaa = ~r
′
0a − ~r0a та
~ξa = ~r
′
0a − ~r0) i частоти [1–3]:
STijkl(~r0, ~r
′
0, ω) = S
T
ijkl(
~ξ, ω),
SFik(~r0a, ~r
′
0a, ω) = S
F
ik(
~ξaa, ω),
STFijk (~r0, ~r
′
0a, ω) = S
TF
ijk (
~ξa, ω).
(8)
Аналiз спiввiдношення (7) показує, що енергiя P дорiвнює сумi енергiй P (q)nm акустичних
мод труби Ψ(q)nm. Енергiя ж окремої моди P
(q)
nm визначається трьома доданками. Перший
являє собою звукову енергiю, згенеровану квадруполями, другий — енергiю, випромiнену
диполями, а третiй доданок зумовлений взаємодiєю квадруполiв i диполiв.
2. Iнша форма розв’язку. Повернемося до iнтегральної форми розв’язку задачi для
акустичних флуктуацiй густини (4). Згiдно з [3], використання тотожностi
∂
∂yi
(
G
∂Tij
∂yj
)
−
∂
∂yj
(
Tij
∂G
∂yi
)
= G
∂2Tij
∂yi∂yj
− Tij
∂2G
∂yi∂yj
i застосування теореми Гаусса дозволяє замiнити у формулi (4) диференцiювання напру-
жень Лайтхiла Tij та сил Fi вiдповiдним диференцiюванням функцiї Грiна G:
∂2Tij
∂yi∂yj
G→ Tij
∂2G
∂yi∂yj
,
∂Fi
∂yi
G→ Fi
∂G
∂yi
.
Це приводить до iншої форми зображення величини ρa:
ρa(~r, t) =
∞∫
−∞
dt0
∫∫∫
V0
Tij(~r0, t0)
∂2G(~r, t;~r0, t0)
∂yi∂yj
dV0(~r0) +
+
∞∫
−∞
dt0
∫∫
S0
Fi(~roa, t0)
∂G(~r, t;~r0a, t0)
∂yi
dS0(~r0a), (9)
а вiдтак — i тиску (3). Тодi пiдстановка виразу (5) для функцiї Грiна у формулу (9) i далi
в (3), а одержаного спiввiдношення — в iнтеграл (6) дозволяє знайти iнший вираз для
акустичної енергiї P . У разi нерiвномiрного розподiлу квадрупольних i дипольних джерел
звуку вiн має такий вигляд:
P (ω) =
2∑
q=1
∞∑
n=0
∞∑
m=1
P (q)nm(ω) =
2∑
q=1
∞∑
n=0
∞∑
m=1
1
4‖Ψ
(q)
nm‖2knmρ0ω
[∫∫∫
V0
dV0(~r0)×
×
∫∫∫
V0
STijkl(~r0, ~r
′
0, ω)
∂2Ψ
(q)
nm(r0, φ0)e
sign(z−z0)iknmz0
∂yi∂yj
×
×
∂2Ψ
(q)
nm(r′0, φ
′
0)e
− sign(z−z0)iknmz′0
∂y′k∂y
′
l
dV0(~r
′
0)+
∫∫
S0
dS0(~r0a)
∫∫
S0
SFik(~r0a, ~r
′
0a, ω)×
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×
∂Ψ
(q)
nm(a, φ0)e
sign(z−z0)iknmz0
∂yi
∂Ψ
(q)
nm(a, φ′0)e
− sign(z−z0)iknmz′0
∂y′k
dS0(~r
′
0a) +
+ 2Re
(∫∫∫
V0
dV0(~r0)
∫∫
S0
STFijk (~r0, ~r
′
0a, ω)
∂2Ψ
(q)
nm(r0, φ0)e
sign(z−z0)iknmz0
∂yi∂yj
×
×
∂Ψ
(q)
nm(a, φ′0)e
− sign(z−z0)iknmz′0
∂y′k
dS0(~r
′
0a)
)]
. (10)
Якщо ж джерела звуку розподiленi рiвномiрно у зайнятих ними областях, спiввiдношен-
ня (10) спрощується внаслiдок спрощення виразiв для STijkl, S
F
ik та S
TF
ijk (див. (8)).
Аналiз виразу (10) показує, що, як i у (7), звукова енергiя P є сумою енергiй P (q)nm акус-
тичних мод труби Ψ(q)nm. Проте, у формулi (10) вiдображена iнша фiзична суть дослiджу-
ваного явища. В нiй енергiя моди P (q)nm дорiвнює сумi енергiй, згенерованих напруженнями
Лайтхiла Tij i силами Fi, а також у результатi їх взаємодiї (тодi як в (7) P
(q)
nm визначається
внесками квадруполiв, диполiв та їх взаємодiєю). Крiм того, у (10) похiднi 2-го, 3-го та 4-го
порядку величин SFik, S
TF
ijk та S
T
ijkl iз (7) (цi величини мають визначатися з розв’язку вiдпо-
вiдної задачi динамiки рiдини або з вiдповiдного експерименту) замiнено похiдними 1-го та
2-го порядку акустичних мод трубки, якi є вiдомими. Остання обставина вказує на те, що
розв’язок (10) задачi про генерацiю звуку обмеженою областю збуреної течiї у нескiнченнiй
прямiй жорсткостiннiй трубi загалом є простiшим вiд одержаного ранiше розв’язку (7).
Таким чином, у данiй роботi одержано iншу форму розв’язку проблеми генерацiї звуку
обмеженою областю збуреної течiї в трубi, яка була розглянута у [1]. Загалом ця форма
є простiшою вiд одержаної в [1], а вiдтак прийнятнiшою для проведення вiдповiдних роз-
рахункiв.
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